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Rappel: Ex 1
.

Série géomébique :
Ern =

{Er , Irl
< 1

h = 0

divergent , Irl21
Ex 2

.

Série harmonica : §In est divergent .

Ex 3
.

La serie Ent est . . . .

Dém : Sn = É¥= 1+(5+34) +⇐ + E.) +⇐ + E) + . . . . . < 1+2 ¥p=

%¥%¥ÉÉ_ n n

= 1+2.EE#--t+EEg--k;2El-nF
⇒ Sn < 1 + Isn ⇒ Isn $1 ⇒ Sn < 2 kn > 2

⇒ (Snk : Sna - Sn = ¥. > 0 .

Alois (Sult etmajorée :par2=> (Sn) converge
⇒ Lasérie ⇐ ÷ est convergent .

Remarque (1) La serie Ents est convergent pour toutp > 1 (Serie 7)

(2)
*

§?¥ 3 (2) = (Euler -1750) (Toir
"
zeta 2.pdf

")
→ sur Moodle

fonclionzéta de Riemann
.
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* La fonctonzéta de Riemann : 31st = ⇐ Is , convergent s> 1

' 312) = ¥ ;

difficult 512k ) = G. (r)
"

.

CKEQ
,

312k ) transcendants KKEIN
" (Euler -1750)

.

croissant# 3 (3) = Ents est transcendent (Apéry -1979)
Aumoins une valuer entire 3151,317-13191,3111) est irrational .

Hypotheses. Jln ) sont transcendants tn > 2 naturals .

(difficile !!!)
Exercise * * :( 17 (1- pts)) • 361=1,5-2 natures .

Ashen : ¥31s) = ?
p premier f-Voir " zéta 2.pdf")

Dif Convergence absolve
.

Um série ⇐an est dit alsolament convergent
si la série É tant est convergent .

n = 0

Proposition . Une série absohiment convergente est convergent .

Dém : Soit Sn -- Ear
. ; Pn = Élan .

On soit
que
(B) converge

K :c

, m

⇒ V-m.no- no ⇒ Ism - Sn / =/E.n.ir/%E1art--fPm-Pn1eEparaque(Pn)eslmsn
k=n-11 we suited Country

⇒ HE > 0 3- no-4N: V-msns.no
,
Ism -Snl c- E ⇒ (Sn ) est une suite de Cauchy

⇒ (Sn ) est convergent . ☒
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si la série [ an converge ,

odors liman = 0
.

4=1

h - o

Dém : ( Sn = [ a.) ist une suite de Cauchy ⇒ He > 0 In
.
c-IN:

K = I

ltmihz no ⇒ Ism - Snl 2- E
,
en particulier lsn-iisnlc-EV-ns.no

la"n+, a- { diljklimik liman --0 1☒
n -soo

Ex
. Ét¥ ⇒ him 1¥ n'exist pas ⇒ la seise diverge .

his to

Remarque . liman -
- O n' impligue pas la convergence de Ian (Ex : E.tn diverge) .

h → oo

§3.2
.

Critires de
convergence .

Proposition .

Critéredeleibnitzpourlesseiiesalternees.co
Soit Ean une série teller

que :h=O

a) it exist p c- IN: ltnzp lane , I 2- tant
dit

(2) - 11 - anti • an C- 0 tallernée} ⇒
(3) him an = O

h-soooo

⇒ Alers [ an est convergent .

h=O
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Dém : V-hzptkc-IN.li > 1 pair
sn-ir.sn

.

iii. ca÷?a÷i+
. . .

ca-IE.a.IT
€-0 nee.co

a :
÷:÷"÷÷÷÷"±:ISi an > 0 Ant , + - . .

+ Anek Etan
an < 0

⇒ / An + Clue ,
+

. .

+ Unek I 2- Ian /
Mais him Ian / =D ⇒ HE > 0 3- no C- IN : Fn > no

,

Ian LEE
h -soo

⇒ Isn + v. - Sn - , / 2- Ian / EE Hk > 1
,
k pair

k impair :
Voir IDZ §3.2.3 ]

⇒ / Smk - Sn - il EE V-ks.no
,

hole mime pour
tout k c- IN

⇒ (Sn ) est une suite de Cauchy
⇒ [ an est convergent . 1¥

h=o



Ex
.

Série harmonica alkrnée : §? fifth est convergent park crib're de Leibnitz?
= log 2 (ai voirplus Tard).

Proposition . critirede.com/oaraison(pourlessiriesatermesnon-hegatfs:anzc
Soit (an) et Ibn ) deux suites 1-elles

que
3- KEN:O c- an Elon Krak

Alers : Si Ébn converge ⇒ Ean converge .n = O h = O

Si [ an diverge ⇒ Elon diverge .

h = O h = 0

Dém : a) Soit Sn = Éai
,
Pn = §

,

bi ⇒ O E ai Ebi Hi >
-
k

i =D

m I m

E ai e E bi Hm >nzk
In -11 I = htl

"

Os Sm - Sn E Pm - Pn tmsnzk

⇒ Si (E) est une suite de Cauchy ⇒ (Sn) test anssi
⇒ Si Elon converge ⇒ Ean converge .

h=u

G) Si ( Sn ) divergent ⇒ limsn -- ao ; an Elon tnzk ⇒li.nl?=oh-ooh -soo

⇒ Elon est divergent .h=o ☒|
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Ex

. É Y¥
.

Considerons E. 1%¥I
h= 0

⇒ 1491¥11 ¥pV-n c- IN : [¥1s = §% convergent .

h =D

⇒ [ 1991¥ / est convergent par le critire de
comparison

h = 0

⇒ ⇐ %¥ est absolnment convergent ⇒ convergent .

Remarque . Si [ an possiede que de Tormes positifslnegatifs )
,

et la suite
h =D

des Semmes particles est majored (minora), alorslasérie Ean est convergent.
Proposition . Crilére de d'Alembert (pour les seines)

soit can ) nine suite : an -1-0 the/Net him 19¥/ =p c- Rn →to

Alers si
p < 1 ⇒

Ean converge
absolnment

h
-

- O

si
p

> 1 ⇒ Ian diverge .
h=o

Idée :
comparison avec une sériegéoméhrique C-Voir Série 7)

.
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Proposition Critére de Cauchy (de la racine ) .
Soit can ) une suite et Flinn tank =p

c- IR
.

h -700

Alors si p
< 1 ⇒ Eau converge alsolamenth = O

si
p

> 1 ⇒ [ an diverge .

n = 0

Idée : comparison avec une Serie géoméhique C-Voir Serie 7)
.

Remarque . (1) Si lim /¥1 -- r et him tank =L ⇒forcement r=l .h soo
An 1 h→A

G) Parfois limitani exist , mais lim 1%1-1 n'exist pas
h -soo "°

C-Voir un example dans Série 7).
(3) Si lim 1%1-1--1 on Enzo Kant = 1

,

odors
pas

de conclusion
h→N

sur la convergence de Ean .

h = 0

Ex
. Eh ⇒ him

↳• / ÷÷|=¥z¥i = 1 ,

et la série diverge .

n =L

É 'ñ ⇒ hi:| f- fins = 1. et la seise converge .

h=
,



Ex
. a) É5n÷ ⇒ Pard'Alembert : linn K¥1¥z¥÷,i¥n=f%¥, --0 .

→←

hero

Puisgue 0<1 ⇒ la série est convergent .
Remarque . ⇒ lyjz = 0 par

la condition nécessaire
.

(2) Série avec parameter É ¥-1
.

✗ c- IR un parametre .

K --0

⇒ Parle critére de d 'Alembert :
link
" 't kl

now ¥1 !¥1
= ¥1s 1k¥ = O th EIR

⇒ [ ¥
convergeabsolum.vn/-V-xc-1R.k--ok!

( On vena plus tard que E. ¥, = et t✗ c- IR)
.

(3) E. (I÷iP"
,

✗ e- IR unparamitre .

Pan le entire de Cauchy : him III.1T¥ -- fi:|'¥F"
To

=/¥1:p
hsoo

⇒ Si 1×1<3 ⇐> 1×-312<1 ⇒ la série converge
absolument

Si 1×1>3 ⇐ s 1¥12 > 1 ⇒ la série diverge .

Soit ✗=3 ⇒ I (}÷Ñ
""

= É(¥Ñ
"

condition néassaire ?



hi
→0 -97 -

m 1¥.)"=f:¥⇒=¥É Em
.

=e¥oh-soo

Rappel : limll-itnk-e.hn/1-tnY--te →

ethsoo
h→N

⇒ [ (3¥ )
" "

diverge .

h=l

Soit ✗ =-3 ⇒ Éf}÷ ,)"= a)
""

1¥,)"= - É(¥)
" "

¥
.

-

divergent .

⇒ Conclusion : §? (¥-1)
" "

converge
absolnmentsi 1×1<3

diverge si 1×1>-3
.


